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Quelques plats pour la me´trique de Hofer
Pierre Py
22 aouˆt 2007
Abstract
We show, by an elementary and explicit construction, that the group of Hamilto-
nian diffeomorphisms of certain symplectic manifolds, endowed with Hofer’s metric,
contains subgroups quasi-isometric to Euclidean spaces of arbitrary dimension. (1991
MSC: 20F65, 37J05, 53D05)
1 Introduction
Le but de ce texte est de prouver que le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens de
certaines varie´te´s symplectiques, muni de la distance de Hofer, contient des sous-groupes
quasi-isome´triques a` des espaces euclidiens de dimension arbitraire. Avant d’aller plus loin,
rappelons quelques de´finitions.
Conside´rons une varie´te´ symplectique (M,ω) (connexe, e´ventuellement non compacte).
Soit H : M × [0, 1] → R une fonction lisse a` support compact. Nous noterons souvent
Ht(x) = H(x, t). Le champ de vecteurs de´pendant du temps XHt de´fini par la relation
ιXHtω = −dHt s’inte`gre pour donner naissance a` une isotopie (ft) issue de l’identite´. Le
diffe´omorphisme f1 :M →M est le diffe´omorphisme hamiltonien engendre´ par la fonction
H. L’ensemble des diffe´omorphismes ainsi obtenus forme un groupe, que l’on notera G ,
qui est contenu dans le groupe des diffe´omorphismes symplectiques de M .
En 1990, Hofer [10] a de´couvert que l’on pouvait munir le groupe G d’une remarquable
distance, note´e ρ, qui est biinvariante, c’est-a`-dire, invariante a` la fois par les transla-
tions a` droite et a` gauche de G . Rappelons-en la de´finition. L’oscillation d’une fonction
F : M → R, note´e osc(F ), est la quantite´
max(F )−min(F ).
Si (Ht)0≤t≤1 est un hamiltonien de´pendant du temps, nous pouvons de´finir la longueur de
l’isotopie hamiltonienne {ft} engendre´e par (Ht) par :
ℓ({ft}) =
∫ 1
0
osc(Ht)dt.
L’e´nergie d’un e´le´ment f ∈ G est la quantite´
||f || = inf ℓ({ft})
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ou` l’infimum porte sur toutes les isotopies hamiltoniennes dont le temps 1 est f . On de´finit
alors ρ(f, g) = ||fg−1||. Notons que le point crucial pour s’assurer que ρ est une distance
est d’e´tablir qu’un diffe´omorphisme f ∈ G \ {1l} a une e´nergie strictement positive. Cela
a e´te´ prouve´ par Hofer [10] dans le cas de R2n, par Polterovich [19] pour les varie´te´s
rationnelles et en toute ge´ne´ralite´ par Lalonde et McDuff [13] (voir aussi [4, 17, 22, 23]
pour d’autres preuves, dans diffe´rents cas particuliers). Nous reviendrons sur ce point au
paragraphe suivant. Nous renvoyons le lecteur aux livres [12, 21] pour une introduction
plus de´taille´e a` ce sujet.
Bialy et Polterovich [3] ont prouve´ le re´sultat suivant. Lorsque M = R2n, muni de
sa structure symplectique standard, il existe un voisinage U de l’identite´ dans G (pour la
topologie C1) et un voisinage V de l’origine dans l’espace vectoriel des fonctions C∞ a` sup-
port compact sur Rn (pour la topologie C2) tels que (U, ρ) et (V, dosc) soient isome´triques
(ou` dosc(F,G) = osc(F −G)). On peut interpre´ter ce fait en disant que G est localement
plat. Ce re´sultat a depuis e´te´ ge´ne´ralise´ a` d’autres varie´te´s [14, 18].
Par ailleurs, on sait maintenant pour une large classe de varie´te´s symplectiques que l’es-
pace me´trique (G , ρ) est de diame`tre infini (voir [21] pour quelques re´sultats et re´fe´rences).
A l’oppose´ du re´sultat de Bialy et Polterovich pre´ce´demment cite´, on peut donc s’inte´resser,
lorsque le diame`tre de G est infini, a` la ge´ome´trie a` grande e´chelle de (G , ρ). Dans cet
esprit nous montrons le :
The´ore`me 1 Supposons qu’il existe une sous-varie´te´ lagrangienne ferme´e L plonge´e dans
M , ve´rifiant les deux conditions suivantes :
• l’application induite π1(L) → π1(M) entre les groupes fondamentaux de L et M est
injective,
• il existe sur L une me´trique riemannienne a` courbure ne´gative ou nulle.
Alors, pour tout entier naturel N , il existe un morphisme φ : ZN → G ayant la proprie´te´
suivante. Si | · |est une norme fixe´e sur RN , il existe une constante strictement positive
CN telle que :
C−1N |x− y| ≤ ρ(φ(x), φ(y)) ≤ CN |x− y|,
pour tous x, y de ZN .
Signalons a` l’attention du lecteur anglophone, que les expressions “ne´gative ou nulle” ou
encore “ne´gative”, se traduisent par “nonpositive”. Citons quelques exemples de varie´te´s
symplectiques ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me :
• Le fibre´ cotangent T ∗L (muni de sa structure symplectique canonique : ω = d(pdq)),
d’une varie´te´ ferme´e L posse´dant une me´trique riemannienne a` courbure ne´gative ou nulle.
• Une surface compacte orientable de genre strictement positif, munie d’une forme d’aire ;
un produit de surfaces de genres strictement positifs.
• Soit V 3 une varie´te´ ferme´e de dimension 3 qui fibre sur le cercle : π : V 3 → S1. Supposons
le genre de la fibre strictement positif. Notons θ1 la coordonne´e sur le cercle. Soit Ω une
2-forme ferme´e sur V 3 qui soit non-de´ge´ne´re´e sur chaque fibre de π. Conside´rons la varie´te´
M = V 3 × S1. Si θ2 de´signe la coordonne´e sur le second facteur de M , la forme
ω = Ω+ π∗(dθ1) ∧ dθ2
2
est une forme symplectique surM . Pour toute courbe ferme´e simple essentielle γ contenue
dans une fibre de π, nous obtenons un tore lagrangien incompressible γ × S1 dans M .
Remarques.
• Des plongements quasi-isome´triques de groupes de type fini dans le groupe des diffe´omor-
phismes hamiltoniens du disque D2 = {(x, y) ∈ R2, |x|2 + |y|2 < 1}, muni de sa me´trique
L2 (voir [1] a` ce sujet), qui est invariante a` gauche seulement, ont e´te´ construits par Benaim
et Gambaudo [2], puis Crisp et Wiest [5].
• Dans le cas ou` M est une surface ferme´e de genre strictement positif, les re´sultats de
[21] permettent de plonger quasi-isome´triquement un espace de dimension infinie dans G .
Conside´rons par exemple le tore R2/Z2, muni de la forme d’aire dx ∧ dy. Soit E l’espace
des fonctions de moyenne nulle sur R2/Z2, ne de´pendant que de la coordonne´e x ∈ R/Z,
muni de la norme |H|∞ = supx|H(x)|. Pour H ∈ E, notons ψ(H) le temps 1 du flot
hamiltonien de H. Le the´ore`me 7.2.C de [21] assure que ρ(ψ(H), 1l) ≥ |H|∞. Par ailleurs
ρ(ψ(H), 1l) ≤ osc(H) ≤ 2|H|∞ ; l’application ψ : E → G est donc un plongement quasi-
isome´trique.
• Pour construire le morphisme φ, nous allons utiliser une ide´e de Lalonde et Polterovich
[15]. D’apre`s un the´ore`me classique de Weinstein, un voisinage U de L dans M est sym-
plectomorphe a` un voisinage de la section nulle dans le fibre´ cotangent T ∗L. On peut
supposer que U est un fibre´ en boules au-dessus de L. Nous pouvons donc conside´rer
des flots hamiltoniens sur M qui, dans U (ou une partie de U), co¨ıncident avec le flot
ge´ode´sique sur L (pour une me´trique a` courbure ne´gative fixe´e). Notons u˜t : T ∗L˜→ T ∗L˜
le flot ge´ode´sique sur le reveˆtement universel L˜ de L. Nous allons tirer parti du fait suivant,
duˆ a` la courbure ne´gative : si K est un compact de T ∗L˜ qui e´vite la section nulle, on a
u˜t(K) ∩K = ∅ pour t suffisament grand.
• Nous verrons que, lorsque l’on choisit comme norme sur RN la norme
|(x1, . . . , xN )| =
N∑
k=1
|xk|
la constante CN que nous obtenons converge exponentiellement vite vers l’infini lorsque
N tend vers l’infini.
• Il serait inte´ressant de savoir si un re´sultat analogue est vrai lorsque M est la sphe`re S2.
Dans ce cas, et a` notre connaissance, les seules manie`res d’obtenir des bornes infe´rieures
arbitrairement grandes sur la distance de Hofer proviennent de [6, 20]. Leonid Polterovich
m’a indique´ que, dans le cas ou` M est le disque D2, les re´sultats de [6] permettent de
prouver un re´sultat analogue au the´ore`me 1.
Dans la seconde partie de ce texte, nous rappelons quelques faits classiques de topologie
symplectique, puis nous prouvons le the´ore`me dans la troisie`me partie.
2 Ine´galite´ entre e´nergie et capacite´
Si A est une partie de M , rappelons que la capacite´ de Gromov de A, note´e c(A), est
la quantite´ :
sup{πr2, il existe un plongement symplectiqueB2n(r)→ Int(A)}.
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Ici, B2n(r) de´signe la boule euclidienne de rayon r dans R2n muni de sa structure sym-
plectique standard (et dimM = 2n). Cette notion a e´te´ introduite dans [9]. Lalonde et
McDuff [13] ont e´tabli le re´sultat suivant. Si f est un e´le´ment de G et A une partie de M
qui est disjointe d’elle-meˆme par f , c’est-a`-dire qui ve´rifie f(A)∩A = ∅, alors l’e´nergie de
f est minore´e par la moitie´ de la capacite´ de A :
||f || ≥ 1
2
c(A).
Rappelons que c’est cette ine´galite´ qui permet d’e´tablir que la distance de Hofer est non-
de´ge´ne´re´e : si f est un diffe´omorphisme diffe´rent de l’identite´, on peut trouver un ouvert
de M qui est disjoint de lui-meˆme par f . Puisque tout ouvert non-vide a une capacite´
strictement positive, l’e´nergie de f est non-nulle. Une telle ine´galite´ avait e´te´ prouve´e
(sans le facteur 12) par Hofer dans R
2n [11] (voir aussi [7]).
Expliquons maintenant comment nous allons utiliser cette ine´galite´. Notons d’abord
que toutes les varie´te´s symplectiques qui ve´rifient les hypothe`ses de notre the´ore`me ont
un groupe fondamental infini, et donc un reveˆtement universel p : M˜ →M non compact.
Fixons un e´le´ment f de G . Conside´rons une isotopie hamiltonienne ft : M →M , engendre´e
par un hamiltonien (Ht), telle que f1 = f . Notons f˜t : M˜ → M˜ le releve´ de l’isotopie (ft)
issu de l’identite´. C’est une isotopie hamiltonienne engendre´e par la fonction Ht ◦ p (a`
support non compact). Nous obtenons ainsi un releve´ f˜1 : M˜ → M˜ de f . Suivant [15],
nous appellerons releve´ admissible de f tout releve´ ainsi obtenu.
Proposition 2.1 [15] Soit c > 0 et f ∈ G . Supposons que pour tout releve´ admissible f˜
de f , il existe une partie A de M˜ de capacite´ supe´rieure ou e´gale a` c telle que f˜(A)∩A = ∅.
Alors ||f || ≥ c2
Remarque : siM est non compacte, puisque nous ne conside´rons que des isotopies hamil-
toniennes surM a` support compact, il est clair qu’il existe un unique releve´ admissible. Si
M est compacte, une conse´quence facile de la (difficile) conjecture d’Arnold (voir [8, 16])
est que l’application d’e´valuation
π1(G , 1l)→ π1(M,x0)
a une image triviale. Ceci implique que tout diffe´omorphisme hamiltonien de M posse`de
un unique releve´ admissible. Ainsi, pour appliquer la proposition ci-dessus, il suffit de
ve´rifier l’hypothe`se pour un seul diffe´omorphisme de M˜ . Cependant, pour garder a` cette
article un caracte`re e´le´mentaire, nous n’utiliserons pas ce fait.
Preuve de la proposition : conside´rons une isotopie hamiltonienne (ft) sur M , engendre´e
par la fonction a` support compact Ht, telle que f1 = f . Soit A un compact contenant la
re´union des supports des fonctions Ht. SiM est compacte, nous supposeronsHt normalise´e
par la condition
∫
M
Ht ω
n = 0, pour tout t. Soit (f˜t) l’isotopie de M˜ engendre´e par la
fonction Ht◦p. Par hypothe`se on peut trouver un compact K de M˜ de capacite´ supe´rieure
a` c−ǫ, qui est disjoint de lui-meˆme par f˜1. Soit B une boule de M˜ qui contient ∪t∈[0,1]ft(K)
et telle que la projection p : B → A soit surjective ; et ϕ : M˜ → [0, 1] une fonction
a` support compact valant 1 sur B. L’isotopie hamiltonienne engendre´e par la fonction a`
support compact de´finie par Gt(x) = ϕ(x)Ht(p(x)) disjoint K de lui-meˆme. Nous obtenons
donc, d’apre`s l’ine´galite´ entre e´nergie et capacite´,
∫ 1
0 osc(Gt)dt ≥ c−ǫ2 . Puisque osc(Gt) =
osc(Ht), on obtient l’estimation voulue. 2
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Une conse´quence classique de la preuve ci-dessus est qu’un releve´ admissible d’un
diffe´omorphisme hamiltonien de M ne peut disjoindre d’elle-meˆme une partie de M˜ de
capacite´ infinie.
3 Preuve du the´ore`me
Fixons une me´trique riemannienne a` courbure ne´gative ou nulle g sur L. Nous noterons
dg la distance induite par g sur le reveˆtement universel L˜ de L. Quitte a` multiplier la
me´trique g par une constante, on peut supposer qu’il existe un voisinage U de L dans M
et un diffe´omorphisme symplectique
θ : T ∗L(
√
3)→ U,
ou` T ∗L(
√
3) = {(q, p) ∈ T ∗L, |p|2q < 3}. Fixons de´sormais un entier naturel N . Notons Ai
(1 ≤ i ≤ 2N ) la partie suivante de T ∗L(√3) :
{(q, p), 1 + i− 1
2N
≤ |p|2q ≤ 1 +
i− 1
2N
+
1
2N+1
}.
Nous avons repre´sente´ en noir sur la figure 1, dans le cas ou` N = 2, la trace des ensembles
A1, . . . , A4 sur une fibre de la projection T
∗L→ L.
Il sera plus commode d’indexer en fait les ensembles (Ai)1≤i≤2N par {±1}N . Pour cela
nous fixons une bijection entre {±1}N et {1, . . . , 2N} :
I = (I1, . . . , IN ) ∈ {±1}N 7→ i(I) ∈ {1, . . . , 2N}.
Soit, pour 1 ≤ k ≤ N , ϕk : [0, 3] → R une fonction de classe C∞, ayant les proprie´te´s
suivantes :
• l’application ϕk est nulle en dehors de l’intervalle [12 , 52 ].
• Si Ik = 1 et s ∈ [1+ i(I)−12N , 1+
i(I)−1
2N
+ 1
2N+1
], ϕk(s) = s ; si Ik = −1 et s ∈ [1+ i(I)−12N , 1+
i(I)−1
2N
+ 1
2N+1
], ϕk(s) = −s.
Enfin si (q, p) ∈ T ∗L(√3), on pose Hk(q, p) = 12ϕk(|p|2q). Graˆce au diffe´omorphisme θ
on peut voir Hk comme une fonction sur U , que l’on prolonge par 0 en dehors de U
pour obtenir une fonction lisse sur M . Les flots hamiltoniens φtHk associe´s aux fonctions
H1, . . . ,HN commutent et de´finissent une action de R
N sur M . Nous de´finissons un mor-
phisme φ : ZN → G par :
φ(a = (a1, . . . , aN )) =
N∏
k=1
φakHk .
Nous avons bien suˆr :
ρ(φ(a), φ(b)) = ||
N∏
k=1
φak−bkHk || ≤ C · (
N∑
k=1
|ak − bk|),
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Fig. 1 –
ou` l’on a note´ C = max1≤k≤N ||φ1Hk ||. Pour prouver le the´ore`me, nous devons e´tablir une
minoration de la forme
||φ(a)|| ≥ ǫN · (
N∑
k=1
|ak|)
pour tout a ∈ ZN , pour une certaine constante ǫN . On peut ensuite prendre CN =
max(ǫ−1N , C).
Fixons donc a = (a1, . . . , aN ) ∈ ZN −{0}. On peut choisir I ∈ {±1}N tel que Ikak ≥ 0
pour tout k de {1, . . . , N}. Si (q, p) ∈ Ai(I), alors
(
N∑
k=1
akHk)(q, p) =
l
2
|p|2q
(ou` l :=
∑N
k=1 |ak|). Notons ut : T ∗L→ T ∗L le flot ge´ode´sique (pour la me´trique g) : c’est
le flot hamiltonien associe´ a` la fonction E(q, p) = 12 |p|2q. Le flot hamiltonien engendre´ par
la fonction
∑N
k=1 akHk co¨ıncide donc avec le flot (u
lt) sur Ai(I).
Choisissons une composante connexe U˜ de l’image inverse de U dans M˜ . Puisque L
est incompressible dans M , U˜ est symplectiquement diffe´omorphe a` T ∗L˜(
√
3). Nous choi-
sissons e´galement un point base q0 ∈ L˜, et notons B(q0, R) la boule ouverte de rayon R
centre´e en q0.
Notons φ˜(a) : M˜ → M˜ le releve´ admissible de φ(a) de´termine´ par l’isotopie engendre´e
par la fonction
∑N
k=1 akHk. Un autre releve´ admissible (hypothe´tique ! ! ! d’apre`s la remar-
que faite plus haut) serait de la forme T ◦ φ˜(a) ou` T est un e´le´ment du groupe fondamental
deM . Notons que T appartient ne´cessairement au groupe fondamental de L, sinon T ◦φ˜(a)
disjoindrait U˜ de lui-meˆme. C’est impossible car U˜ est de capacite´ infinie (ceci se de´duit,
par exemple, de la proposition 3.1).
Posons R = l4 . Soit A˜i,R la partie suivante de T
∗L˜(
√
3) :
{(q, p), q ∈ B(q0, R), 1 + i− 1
2N
≤ |p|2q ≤ 1 +
i− 1
2N
+
1
2N+1
}.
Si (q, p) ∈ A˜i,R, e´crivant φ˜(a)(q, p) = (q′, p′), nous avons dg(q, q′) ≥ l. Ceci assure que
φ˜(a)(A˜i,R) ∩ A˜i,R = ∅.
Conside´rons maintenant un autre releve´ admissible de la forme T ◦ φ˜(a) (T ∈ π1(L)−{1}).
Supposons que T ◦φ˜(a)(A˜i,R) rencontre A˜i,R. Il existe alors (q, p) ∈ A˜i,R tel que φ˜(a)(q, p) =
6
(q′, p′) ∈ T−1(A˜i,R). On obtient alors
dg(T (q0), q0) ≥ dg(T (q0), T (q′))−R ≥ dg(q′, q)− 2R ≥ l
2
.
Si ν et C sont des constantes strictement positives, nous noterons
Λν,C = {(q, p), q ∈ B(q0, C), |p|q < ν}.
Rappelons que l’on a Hk(q, p) = 0 (pour tout k), de`s que |p|2q < 12 . Alors, si (q, p) ∈ Λ 1√
2
,R
2
,
T ◦ φ˜(a)(q, p) = T (q, p) = (q′, p′) ve´rifie :
dg(q
′, q0) ≥ dg(T (q0), q0)− dg(q, q0) ≥ l
2
− l
8
=
3l
8
.
Donc T ◦ φ˜(a)(Λ 1√
2
,R
2
) ∩ (Λ 1√
2
,R
2
) = ∅.
En re´sume´, tout releve´ admissible de φ(a) disjoint d’elle-meˆme une partie de M˜ de
capacite´ supe´rieure ou e´gale a` min(c(A˜i,R), c(Λ 1√
2
,R
2
)). D’apre`s la proposition 2.1, nous
avons ||φ(a)|| ≥ 12min(c(A˜i,R), c(Λ 1√
2
,R
2
)). Pour conclure la preuve du the´ore`me, il nous
reste a` obtenir une minoration, line´aire en R, des capacite´s de A˜i,R et Λ 1√
2
,R
2
. La preuve
de la proposition suivante m’a e´te´ sugge´re´e par Jean-Claude Sikorav.
Proposition 3.1 Il existe une constante ε > 0 telle que min(c(A˜i,R), c(Λ 1√
2
,R
2
)) ≥ εR.
Preuve : on commence par ramener l’estimation de la capacite´ de A˜i,R a` celle d’un ensemble
de la forme Λα,R = {(q, p), q ∈ B(q0, R), |p|q < α}.
Soit V : L˜ → R une fonction de classe C∞ telle que ||dV (q)|| =
√
1 + i−1
2N
+ 1
2N+2
pour
q ∈ B(q0, 2R). Pour cela fixons un point q∞ ∈ L˜ tel que dg(q0, q∞) ≥ 107 · R, et prenons
pour V la fonction √
1 +
i− 1
2N
+
1
2N+2
dg(·, q∞),
multiplie´e par une fonction plateau qui s’annule au voisinage de q∞. Notons TV (q, p) =
(q, p−dV (q)) ((q, p) ∈ T ∗L˜). On ve´rifie aise´ment que si q ∈ B(q0, R) et |p|q < (10·2N+2)−1,
alors (q, dV (q) + p) ∈ A˜i,R. L’application TV e´tant un diffe´omorphisme symplectique de
T ∗L˜, on a donc
c(A˜i,R) = c(TV (A˜i,R)) ≥ c(Λ(10·2(N+2))−1,R).
Il nous reste maintenant a` obtenir une minoration de la capacite´ de Λα,R. L’application
G : Tq0L˜× T ∗q0L˜→ T ∗L˜ de´finie par :
(v ∈ Tq0L˜, η ∈ T ∗q0L˜) 7→ (expq0(v), η ◦ (Dexpq0(v))−1)
est un diffe´omorphisme symplectique : c’est l’application induite entre les fibre´s cotangents
de Tq0L˜ et L˜ par le diffe´omorphisme expq0 : Tq0L˜→ L˜. Puisque la me´trique g est a` courbure
ne´gative ou nulle, l’application (Dexpq0(v))
−1 : (Texpq0 (v)L˜, gexpq0 (v)) → (Tq0L˜, gq0) est de
norme majore´e par 1. Il en est de meˆme pour sa transpose´e. On a donc
{(v, η), |v|q0 < R, |η|q0 < α} ⊂ G−1(Λα,R).
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L’application line´aire symplectique
(q, p) 7→ (
√
R
α
q,
√
α
R
p)
envoie la boule euclidienne B(0,
√
Rα) dans {(v, η), |v|q0 < R, |η|q0 < α}. Nous obtenons
donc bien l’ine´galite´ c(Λα,R) ≥ πRα. Finalement :
min(c(A˜i,R), c(Λ 1√
2
,R
2
)) ≥ min( πR
2
√
2
,
πR
10 · 2N+2 ) ≥
πR
10 · 2N+2 .
2
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